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Abstract

This paper deals with financial derivates pricing using the Black — Scholes pricing
formulas and using the Binomial Tree Model. The price of call option calculated from Black —
Scholes model using the Monte Carlo simulation of stock price path is compared with the
price calculated from Binomial Model. The error of this two numerical methods is estimated.

Uvod

Ocetiovanie opcii na akcie ana iné finan¢né nastroje je velmi ddleZitou stcastou
obchodovania s opciami. Cena opcie musi byt spravne stanovend, aby sa prediSlo moznym
Spekuldciam a arbitraZznym prileZitostiam, ktoré predstavuju pre obchodnika bezrizikovy zisk.
Black — Scholesov model ocenovania opcii je dnes najpouzivanej$im nastrojom na stanovenie
ceny opcie. Ceny vypocitané pomocou tohto modelu su prakticky totozné so skuto¢nymi
cenami na finan¢nych trhoch. Metéda binomickych stromov je d’alSou numerickou metodou
ocefiovania opcii. Clanok uvadza porovnanie ceny opcie na akciu so zadanymi parametrami
stanovenej pomocou Black — Scholesovho modelu apomocou binomického stromu
a odhaduje chybu pri jednotlivych metodach.

Zakladné pojmy

o Financny derivat je financny ndstroj, ktorého hodnota zavisi na hodnote iného
finan¢ného aktiva (akcia, burzovy index, vymenny kurz).

e Opcia je financny derivat, ktory déava jej vlastnikovi pravo kupit / predat’ dané
aktivum (napr. akciu) v danom ¢ase 7 v budicnosti za vopred dohodnutu realizaénti
cenu X. Vyrovnanie opcie nie je povinné, opcia moze vyprsat’ bez uplatnenia.

e Call opcia je kapna opcia, zaistuje vlastnikovi pravo na kiipu. Put opcia je predajna
opcia, dava vlastnikovi pravo predat’ aktivum.

Black — Scholesov model oceniovania opcii
Black — Scholesov model ocenovania finanénych derivatov vychadza ztedrie
stochastickych procesov' .
Nech plati, Ze ndhodna premenna x spiiia Ifoov proces
dx = a(x,t)dt+b(x,t)dz. (1)
Nech S je cena akcie, fje cena derivatu akcie. Nech plati, Ze f'spina Itoovu lemu®:
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! Blizsia tedria stochastickych procesov, pozri [1]

? PIné znenie Itoovej lemy, pozri [2]
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kde f=f ( S,t ) je cena derivatu akcie, tato je funkciou premennej S acasu t, u je
oCakavand miera navratnosti akcie S dand v % zceny akcie, o je volatilita (miera rizika
akcie), dand tiez v % z ceny akcie. Premenna dz spitia Wienerov proces, teda plati
dz =dte (3)
kde ¢ je ndhodny vyber z normovaného normalneho rozdelenia.
Nech platia nasledujtice predpoklady:
1. Cenu akcie S moZeme popisat’ geometrickym Brownovym pohybom
AS = uSAt + oAz = uSAt + o S\ Ate (4)

s konStantnymi parametrami ¢ a ¢, € ~ N (0,1).

df:(g+1yS+lﬁz—fazS2Jdt+%anz, (2)

Je mozny predaj nakratko® s plnym vyuzitim vynosu (nie je potrebné Ziadne krytie).
Transak¢éné naklady a dane st nulové. VSetky cenné papiere si 'ubovolne delitel'né.
Akcia neposkytuje pocas zivotnosti derivatu ziadne dividendy.

Neexistuje prilezitost’ pre arbitraz.

Obchodovanie s cennymi papiermi je spojité.

Bezrizikova trokova miera  je konStantna a rovnaka pre vSetky doby viazanosti.
Portfélio 7 nech je bezrizikové. Tvori ho: -1 derivat f,

8i akcii S.
oS

NowvhsE WD

Portfolio je vytvorené tak, aby poskytovalo isty vynos rovny bezrizikovej urokovej
sadzbe r. Tento vynos bude dosiahnuty vzdy, pri poklese aj vzraste ceny akcie.

Hodnota portfolia na zaciatku je 7 = —f + %S .

Zmena hodnoty portfolia za ¢as At je Ax =—-Af + zAS.

Dosadenim rovnic (2) a (4) do tejto rovnice s pouzitim predpokladu, ze portfdlio je
bezrizikové, dostavame Black — Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu®

2
P ors D Lprg O

rf = .
S ot os 2 0S?

)

Stanovenim okrajovych podmienok a pociatonej podmienky, ktoré spiiia eurdpska
call opcia ziskame rie§enie rovnice (5) pre tato eurépsku call opciu. Toto riesenie je dané:”

c=SN(d,)-Xe""N(d,), (6)
kde

2
lnS+[r+o-j(T—t)
X 2

oNT —t
d,=d —oNT—t.

d, =

X6

3 Predaj akcie nakratko znamend, e ak investor otakava pokles ceny akcie, ,,poZi¢ia“ si akciu od niekoho, kto ju
vlastni a preda ju, zaroven vstupi do pozicie v call opcii na tuto akciu. Pri uplatneni call opcie tuto akciu kupi
a vrati majitel'ovi. Pri takomto obchodovani sa v praxi vyzaduje pefiazné krytie ako zaruka za p6zicku.

* Blizsie odvodenie pozri [2].

> Blizsie odvodenie vzorca pozri [2]
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Funkcia N(x) je distribuéna funkcia normovaného normalneho rozdelenia.
Medzi cenou eurdpskej call opcie a put opcie plati vzt'ah, ktory sa nazyva put — call
parita:
c+Xe' T =py§. @)

Cenu europskej put opcie sa da vypocitat’ z Black — Scholesovej rovnice rovnakym
spdsobom ako cenu call opcie, alebo pomocou (7). Vzorec pre cenu eurdpskej put opcie p je:

p=Xe""IN(-d,)-SN(-d,). ®)

Ocenovanie opcii pomocou Black — Scholesovho vzorca
Pouzijeme vzorec (6) na vypocet ceny eurdpskej call opcie s realiza¢nou cenou X na
akciu s pociato¢nou cenou S. Zvolime ocfakdvani ndvratnost akcie wu, volatilitu o,

bezrizikovii rokova mieru 7. Zvolime dizku &asového kroku Az. Na vypoget ceny call opcie
na takuto akciu pouzijeme nasledujtci postup (Monte Carlo metoda):

1. Urobime ndhodny vyber z rozdelenia N ( LA, oAt );

2. pouzitim vztahu (4) vypocitame zmenu ceny akcie AS;

3. na zaciatku d’alSieho ¢asového intervalu bude cena akcie S rovna predchadzajicej cene
zmenenej o AS';

postup opakujeme potrebny pocet krat;

vypocitame ceny call opcie na akciu s poslednymi cenami z kroku 3;

ceny call opcii spriemerujeme;

priemer diskontujeme do ¢asu 0.

Diskontovany priemer z kroku (7) je odhadom ceny call opcie s danou realizacnou
cenou X na akciu s danou pociato¢nou cenou S .

Non s

Oceiiovanie opcii pomocou binomickych stromov

Binomické stromy su vel'mi pouzivanou numerickou metédou na ocefiovanie opcii
alebo inych financnych derivatov. Velkou vyhodou tejto metody je jej univerzalnost,
pomocou binomickych stromov sa da ocenit’ l'ubovolny finan¢ny derivat. Takisto je mozné
pomocou tejto metdody ocenovat’ aj derivaty na akciu poskytujucu dividendy apath —
dependent derivaty®. Binomicky strom reprezentuje mozny vyvoj ceny akcie pocas doby
zivotnosti derivatu. V modeli pracujeme len s diskrétnym casom, teda predpokladame zmenu
ceny akcie vzdy po uplynuti ¢asového obdobia Af.
Nech portfolio 7 tvori: -1 derivat £,

A akeii S.

Nech pociatoénd cena akcie je S. Binomicky model predpokladd, ze S modze po

Casovom kroku Az len vzrast’ na hodnotu §, = §-u alebo poklesnut’ na hodnotu S, =§-4d,

pricom u je koeficient vzrastu, d je koeficient poklesu. Nech f, je cena derivatu akcie pri
vzraste akcie na hodnotu S, af; je cena derivatu akcie pri poklese ceny akcie na S, Tuto
situdciu znazornuje nasledujuci jednokrokovy binomicky strom:

o g,
o

O s,

Ja

Obr. 1 Jednokrokovy binomicky model

6 opcie, ktorych payoff zavisi od cesty, ktorou sa vyvijala cena akcie pocas doby zivotnosti derivatu
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Pocet akcii A v portfoliu bude taky, aby portfolio bolo bezrizikové, teda aj pri poklese
aj pri vzraste ceny akcie portfolio prinasa isty zisk rovny bezrizikovej urokovej miere r.

Potom budtca hodnota 7 pri vzraste ceny akcie bude S-u-A— f, ahodnota 7 pri
poklese ceny akcie bude S-d-A-f,.

Pretoze portfélio je bezrizikové, obe tieto hodnoty sa rovnaju. Z toho vyplyva, ze
potrebny pocet akcii v portfoliu A je:

A= fu B fa’ . (9)
Su B Sd

Stcasna hodnotu portfélia je rovna jeho budicej hodnote diskontovanej do ¢asu 0 pri

bezrizikovej urokovej miere 7:

A
e™ —d

SH, =e"(p-f, +(=p)-fu) p=——" (10)
Potom cenu derivatu je
f=e™(p- £, +(=p)- 1) (11)

Cislo p predstavuje pravdepodobnost’ narastu ceny akcie, &islo 1— p predstavuje
pravdepodobnost’ poklesu ceny akcie.

Uvedeny jednokrokovy binomicky model sa d4 jednoduchym spdsobom rozsirit’ na
viackrokovy, pri€om vzorce zostadvaju v platnosti.

Pomocou vzorcov (9) — (11) sa d& ocenit’ 'ubovol'ny derivat europskeho typu.

Priklad

Majme napriklad akciu s poc¢iato¢nou cenou S = $20 a realiza¢nou cenou call opcie X
=$18,
u=1,1,d = 0,9. Nasledujuci obrazok ukazuje priklad vypoctu ceny takejto call opcie na 3 —
krokovom binomickom strome, Af = 0,0833 (1 mesiac).

S =$26.62
c=$8.62

S=3$21.78
c =8$3.78

S=%$17.82
c=3%0

S =3$14.58
c=3%0

Obr. 2 Ocenenie call opcie s X = $18 na akciu s S = $20 pomocou binomického stromu
Cena call opcie v Case T je ¢ = max(ST -X ,0). Tymto spdsobom sa vypocitaji ceny

call opcii v koncovych bodoch stromu a potom postupom v strome sprava dolava ceny call
opcie sa pocitaji pomocou (11). Potom cena call opcie v sucasnosti je ¢ = $2,83.
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V praxi sa vacSinou pouzivaju 30 a viackrokové binomické stromy. Cim mensie
casové useky zvolime, tym presnejSie bude cena derivatu stanovend. Hodnoty uad sa
stanovuju z volatility ceny akcie o pomocou nasledujucich vzorcov:

u=e VN d=e (12)

Porovnanie ocenovania call opcii pomocou Black — Scholesovho vzorca a pomocou
binomickych stromov

Black — Scholesov model:

Zvolime parametre S = $20, X = $15, » = 0,10, 0 =0,15, #=0,10, Az=0,001.
Porovname cenu call opcie na tuto akciu vypocitani pomocou vzorca (6) a pomocou
binomického stromu. Pouzijeme 10 — krokovy binomicky strom a tomu zodpovedajucich 10
casovych krokov v simulécii vyvoja ceny akcie. Simuldciu vyvoja ceny akcie opakujeme
1000 krat.

Dostavame nasledujtice vystupy:

Cena akcie a cena call opcie

25
20
15

10

Obr 3 Ocenenie opcie pomocou Black — Scholesovho vzorca (vacsie hodnoty predstavuju
cenu akcie, mensie hodnoty cenu opcie)

Priemerna cena opcie: 5,031
Diskontovany priemer: 5,026
Skutocna cena opcie: 5,015

Priemerna cena opcie je diskontovand do cCasu 0 (teda ocas 7 =10-Ar) pri
bezrizikovej Urokovej miere r. Tato diskontovana cena predstavuje odhad ceny danej call
opcie pomocou Black — Scholesovho modelu.

Skutoc¢na cenu opcie sa vypocita z povodnej ceny akcie S = $20 znovu pouzitim
vzorca (6), pricom 7 =10- Az .

Binomicky model:

Pri binomickom strome sa parametre uad vypocitajui pomocou (12) ahodnotu
pravdepodobnosti p pomocou (10). Po dosadeni do vzorca (12) budu hodnoty koeficientov
uad:

u =1,0047
d =0,9953
a po dosadeni do (10) hodnota pravdepodobnosti pohybu ceny akcie smerom nahor je:
p =051,
a teda pravdepodobnost’ pohybu ceny akcie smerom nadol je rovna
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1-p=0,49.
Hodnoty akcie v jednotlivych bodoch v strome sa vypocitaji z pociatocnej hodnoty S
= $20 vzdy podl'a
S, =S-u
S,=8-d
Situédciu znazoriiuje nasledujuci strom:
20,960
5,960
20,862
5,863
20,764 20,764
5,767 5,764
20,667 20,667
5,671 5,668
20,571 20,570 20,570
5,576 5,573 5,570
20,474 20,474 20,474
5,481 5,478 5,475
20,379 20,378 20,378 20,377
5,387 5,384 5,381 5,377
20,283 20,283 20,282 20,282
5,293 5,290 5,287 5,283
20,188 20,188 20,188 20,187 20,187
5,199 5,196 5,193 5,190 5,187
20,094 20,094 20,093 20,093 20,092
5,106 5,103 5,100 5,097 5,094
20,000 20,000 19,999 19,999 19,998 19,998
5,014 5,011 5,007 5,004 5,001 4,998
19,906 19,906 19,905 19,905 19,904
4,918 4,915 4,912 4,909 4,906
19,812 19,812 19,812 19,811 19,811
4,823 4,820 4,817 4,814 4,811
19,719 19,719 19,718 19,718
4,729 4,726 4,723 4,719
19,627 19,626 19,626 19,625
4,635 4,632 4,629 4,625
19,534 19,534 19,534
4,541 4,538 4,535
19,443 19,442 19,442
4,448 4,445 4,442
19,351 19,351
4,355 4,352
19,260 19,260
4,263 4,260
19,170
4,171
19,080
4,080

Obr. 4 Ocenenie call opcie pomocou binomického stromu (horna hodnota je vzdy cena akcie,

dolna hodnota je cena opcie v danom bode v strome)

Metodou binomickych stromov bola uréena cena call opcie so zadanymi parametrami

nac=$5,014.

Porovnanie:

Pomocou Black — Scholesovho modelu bola cena danej opcie stanovena na ¢ = 5,026,
5,014. Skuto¢na cena opcie vypocitana z Black — Scholesovho
vzorca je 5,015. Obe metddy davaji dostato¢ne presné vystupy. Chyba metddy binomickych
stromov je $0,001, chyba metody ocenovania pomocou Black — Scholesovho vzorca a Monte
Carlo je v tomto pripade $0,011.

z binomického stromu ¢
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Zaver
Uvedené dve numerické metddy vypoctu ceny call opcie sa daju pouzit’ pre 'ubovol'né
parametre S, X, r, ¢, o, At. Simulaciu vyvoja ceny akcie méZzeme opakovat’ I'ubovolny

pocet krat, vyvoj ceny akcie mézeme simulovat’ na I'ubovolny pocet krokov. Presnost’ odhadu
sa zvySuje s rasticim poétom opakovani simulacie a so zmensujacou sa dizkou &asovych
krokov.

Chyba Monte Carlo metddy je nepriamo umerna druhej mocnine poctu opakovani
simulacie, teda ak chceme dosiahnut’ 10 — ndsobnu presnost’, musime zvysit’ pocet opakovani
100 krat. Pri generovani vyberu z normdlneho rozdelenia je mozné pouzit’ aj iny generator
pseudo-nahodnych Cisel (napr. kongruen¢ny generator), ktory ma ta vyhodu, Ze chyba odhadu
je nepriamo umernd poctu opakovani simulacie, nie jeho druhej odmocnine. Ddlezita pri tejto
metode je teda spravna vol'ba generatora nahodnych cisel.

Metdda binomickych stromov sa da pouZit' pre ocenenie 'ubovolného derivatu. Jej
nevyhodou je €asova naro¢nost’ vypoctu, ak chceme dosiahnut’ vyssiu presnost’ vypoctu, je
potrebné zvolit’ viac ¢asovych krokov mensej dizky. S rastiicim poétom krokov sa zvysuje
pocet bodov v strome, pri oceflovani path — dependent opcii sa tento pocet po kazdom kroku
zvySuje niekol’konasobne. Metdda binomickych stromov pracuje s diskrétnym ¢asom.
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